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Kiedy wizualizacja nie wspiera rozumowania —
przypadek pewnego zadania z matematyki

KaMiL PALUSINSKI*

Wydzial Matematyki i Informatyki, Uniwersytet Mikolaja Kopernika, Torun, Polska

W dobie dyskusji nad metodami i efektami nauczania matematyki w szkole, warto przyjrze¢ sie rodza-
jom bledéw popelnianych przez uczniéw w trakcie procesu nauczania - uczenia si¢ matematyki. Punktem
wyjscia do analizy jest w tym artykule przesledzenie jednej z sytuacji, kiedy to proces wizualizacji, jako
jeden z procesow kognitywnych zaangazowanych w nauke geometrii, nie jest procesem wspierajacym rozu-
mowanie formalne ucznia. Analizie poddajemy rozwiazania pewnego zadania przez uczniéw dwoch klas
szkoly $redniej na przestrzeni dwoch lat. Badamy stopien potwierdzenia hipotezy mowiacej, Ze wykonanie
rysunku pomocniczego nieuwzgledniajacego warunkéw zadania prowadzi do zmiany charakteru rysunku,
co skutkuje blednym rozwiazaniem zadania. Rozwiazania uczniowskie potwierdzaja empirycznie te hipo-
teze. Wskazujemy rowniez na mozliwe powiazanie popelniania tego typu bledow z plcig ucznia.

Stowa kLUCczowE: dydaktyka matematyki, nauczanie matematyki w szkole $redniej, problemy w nauczaniu
geometrii, procesy kognitywne w nauczaniu geometrii, rola rysunku w nauczaniu geometrii.

Artykul podzielony zostal na kilka cze$ci. We wstepie omawiamy wzajemne zalezno$ci mie-
dzy procesami kognitywnymi zaangazowanymi w proces nauczania — uczenia si¢ geometrii,
role jakg moze pelni¢ rysunek w rozwigzywaniu zadan geometrycznych oraz wniosek wyni-
kajacy z wyzej wymienionych, ktory wyrazamy w sformutowaniu hipotezy ogélnej. W kolejnej
cze$ci — Badanie empiryczne — scharakteryzowana zostata grupa badawcza oraz oméwione
narzedzie do pomiaru opisanego w artykule efektu (konkretne zadanie matematyczne) poprzez
sformutowanie hipotezy szczegoélowej, podanie metody badawczej i jej wynikow. Nastepnie
podane zostang wnioski z analizy zebranych danych, a w ostatniej czesci podsumowanie zawie-
rajgce odpowiedz na postawiong hipoteze oraz uwagi do dalszych badan.

Procesy kognitywne w nauczaniu matematyki

Wedlug Raymonda Duvala (Duval, 1998) geometria angazuje trzy rodzaje procesoéw

poznawczych, ktore odpowiadaja nastepujacym funkcjom epistemologicznym:

1. procesowi wizualizacji, ktory odpowiada za reprezentacje przestrzenne stuzace zobrazo-
waniu twierdzenia (wyrazenia), heurystyczne badanie zlozonej sytuacji, ogélny rzut oka
oraz subiektywna weryfikacje,

2. procesowi konstrukeji poprzez narzedzia, dzieki czemu moze powsta¢ model, w ktérym
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czynnosci na reprezentancie i obserwowalne rezultaty sa powigzane z reprezentowanymi
obiektami matematycznymi,
3. rozumowaniu w powigzaniu z procesem dyskursu dla poszerzenia wiedzy, dowodzenia
i wyjasniania.
Te rézne procesy moga by¢ angazowane osobno, jednakze sa ze sobg $cisle powigzane, co
Duval reprezentuje za pomoca grafu:

WIZUALIZACJA

KONSTRUKCJA = 3 ROZUMOWANIE

Rysunek 1. Wzajemne wspieranie proceséw kognitywnych w nauczaniu geometrii wedlug R. Duvala.

Wizualizacja jest przez Duvala rozumiana jako identyfikacja obiektow i ich uktadéw na
plaszczyznie i w przestrzeni. Jest ona zalezna od okreslonych praw, ktére z kolei sg niezalezne
od sposobu konstrukeji badz od dyskursu.

Konstrukcja to uzywanie narzedzi takich jak linijka i cyrkiel czy gotowe oprogramowanie
komputerowe.

Rozumowanie wyraza si¢ poprzez uzywanie:

1. naturalnego jezyka dla nazywania, opisu badz argumentacji (5A),

2. przeslanek o statusie teoretycznym: definicji, twierdzen itp. dla dedukcyjnej organizacji
dyskursu (5B).

Kazda strzatka reprezentuje sposob, w jaki jeden rodzaj procesu wspiera inny. Strzatka 2 jest
zaznaczona przerywang linig poniewaz wizualizacja nie zawsze wspiera rozumowanie (Duval,
1998). Ten brak wsparcia wynika¢ moze z dwdch sposobdw patrzenia na rysunek w geometrii,
0 czym méwimy w nastepnej czesci.

Dwoista natura rysunku w geometrii

Aby wyjasnic role, jaka rysunek moze pelni¢ w procesie rozwigzywania probleméw geo-
metrycznych zacytujmy Stefana Turnaua:

W nauce geometrii fatwo o pomylenie przedmiotu rozwazan tej nauki, jakim sa pojecia abs-
trakcyjne, z ich konkretnymi reprezentacjami (rysunkami, modelami). Rysunek lub model
pogladowy moze petni¢ jedng z dwu istotnie réznych funkeji:
1. konkretnego przedmiotu badan i obserwacji empirycznych,
2. symbolicznego przedstawienia okreslonych figur, wtasnosci lub relacji (Turnau, 1977, s. 64).
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Bledy uczniéw podczas rozwigzywania zadan moga wiec wynikac z ich sposobu patrzenia
na dany rysunek. Kiedy rysunek petni role konkretu, a uczen bedzie traktowac go jako symbol,
moze zapedzi¢ si¢ w proby Scistego rozumowania, ktére zawiera¢ bedzie btedy. Z kolei, gdy
zamiast zamierzonego rozumienia symbolicznego, potraktuje on rysunek jako konkret, to
tatwo wyobrazi¢ sobie sytuacje, w ktorych uczen korzysta z zatozen widocznych na rysunku,
a nie wynikajacych z tresci zadania, np. réwnobocznosci tréjkata, rownoleglosci prostych,
przecinania sie odcinkéw/prostych w jednym punkcie.

W tym miejscu przytoczmy stowa Zofii Krygowskiej, ktora widziata problemy nauczania
geometrii rowniez i w tym jej aspekcie:

Fakt, ze geometria elementarna jest teorig zwigzana $cisle z prostymi intuicjami przestrzennymi

i doswiadczeniem moze spowodowa¢ nieporozumienia metodologiczne, ale z drugiej strony

wladnie ten jej graniczny charakter sprzyja glebszemu zrozumieniu dedukeji, gdyz w tych

warunkach poprawna dedukcja wymaga duzej dyscypliny mysli. Uczen zaczyna rozumie¢
np. formalny sens definicji, gdy intuicyjne ujecie definiowanego obiektu przekracza wlasnosci
wymienione w definicji. Zaczyna on pojmowac¢ istote dowodu wtedy, gdy musi $wiadomie
przeciwstawia¢ obraz pogladowy, pewnos¢ intuicyjng — oczywistosci rozumowania (Krygow-
ska, 1972, s. 146-147).

Widzimy wigc, ze odpowiednie nauczanie geometrii niesie za sobg wiele korzysci, ale
zawiera tez wiele miejsc trudnych, z punktu widzenia metodyki nauczania matematyki, a co
za tym idzie, miejsc trudnych dla nauczyciela.

O ksztalcacej roli rysunku w nauczaniu geometrii mozemy przekonac sie analizujac wyniki
badania Hansa Aebli z 1949 r. Eksperyment dotyczyt wprowadzenia obliczania obwodu i pola
prostokata. Jedna z dwoch rownolegtych klas nabywata tych umiejetnosci poprzez stopniowe
konstruowanie operacji w samodzielnych badaniach, uzywajac modeli, np. aby okresli¢, na
ktorej face otrzymamy wiekszy zbior siana, uczniowie wycinali prostokaty i przyktadali jeden
do drugiego. Sami wpadli na pomysl, aby jedna z powierzchni prostokata pocig¢ na kwadraty
uzyskujac jednostke pola (Aebli, 1982). Wyniki badania pokazujg, ze taka eksperymentalna
metoda, zwigzana $cisle z modelami geometrycznymi data bardzo dobry efekt wsrod stabszej
podgrupy uczniéw. Iloraz blednych operacji w tescie koncowym wynosit bowiem %502 w klasie
eksperymentalnej, a 8%220 w klasie uczacej sie tradycyjne (Aebli, 1982).

Turnau w swoich zaleceniach dotyczacych nauczania geometrii stwierdza:

Uczen powinien by¢ stawiany zawsze w jasnej sytuacji metodologicznej: powinien wiedzie¢,
czy ma do rozwigzania problem dotyczacy abstrakcyjnych poje¢, czy zadanie rysunkowe, oraz
jaka funkcje pelni towarzyszacy temu problemowi rysunek, co powinno by¢ jednym z punk-
tow rozwazanych przez nauczyciela podczas wyboru treéci oraz sposobu nauczania (Turnau,
1977, 5. 64).

Warto zwrdci¢ jeszcze uwage na problem, ktdry pojawia si¢ przy symbolicznym trak-
towaniu rysunku, w sytuacji, gdy uczen tworzy tzw. rysunek pomocniczy - jak doktadny
powinien by¢ taki rysunek? Turnau podaje nastepujace zalecenia: ,Dokladno$¢ rysunku
powinna by¢ $cisle uzalezniona od jego funkcji w procesie dydaktycznym lub matematycznej
aktywno$ci ucznia.[...] Na ogoét odreczny szkic rysunkowy nie zakldca procesu poznawczego,
a w razie potrzeby zawsze moze by¢ zastapiony rysunkiem dokfadniejszym" (Turnau, 1977,
s.62). Wyrazenie ,,na ogot” uzyte przez prof. Turnaua nie jest bez znaczenia. Diagram wspie-
rania sie proceséw poznawczych w nauczaniu geometrii wskazuje nam, ze sytuacje, ktore do
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tego ogolu nie nalezg, maja miejsce. Dokladnos¢ rysunku pomocniczego nie jest wiec ele-
mentem, ktory mozna tak po prostu poming¢ w procesie nauczania — uczenia si¢ matematyki:

O konieczno$ci dostosowywania dokladnosci rysunku do aktualnej potrzeby uczniowie
powinni wiedzie¢ i z tego korzystaé. Nauczyciel za§ winien pamietad, ze nie to jest wazne,
co i jak uczen rysuje, ale co przy tym mysli; a tego nieraz latwiej dowiedzie¢ sie z odrecznego
szkicu niz z czysto wykreslonego rysunku (Turnau, 1977, s. 63).

Problem mylenia abstrakcyjnego pojecia matematycznego z jego graficzng interpreta-
cja nie jest jedynie domeng uczniow. O tym, Ze wystepuje on réwniez wérdd (przysztych)
nauczycieli matematyki pisze Czajkowska (Czajkowska, 2018). Przeprowadzone przez nig
badanie pokazato, ze cze$¢ studentdéw specjalnosci nauczycielskiej zamiast podania definicji
trapezu, wykonywatla jego rysunek utozsamiajac definicje z obrazowg reprezentacja pojecia
(Czajkowska, 2018, s. 63). Dodatkowo autorka porusza w artykule problem modyfikowania zle
uksztattowanych poje¢ geometrycznych. Przytoczmy stowa podsumowujace te czes¢ jej badan:

Zajecia z dydaktyki matematyki tylko pozornie wpltynety na znajomos¢ i rozumienie oma-
wianych trzech poje¢. Pomimo ze bezpoérednio po ich zakonczeniu wielu studentéw potrafito
wlasciwie oceni¢ definicje podane przez innych i przytaczalo poprawne definicje, to jednak
zostaly one zapamietane na kroétko. A zatem studenci nie nabyli odpowiednio duzo osobi-
stych do$wiadczen, aby zmodyfikowa¢ skrypty wytworzone w trakcie nauki szkolnej. Po kilku
miesigcach wielu z nich odpowiadato i dzialalo tak samo, jak w pierwszym etapie. Warto
zauwazy¢, ze wérdd badanych studentow byli tacy, ktorzy dysponowali skryptami ksztattowa-
nymiw przedszkolu lub w szkole podstawowej, ale byli tez tacy, ktorzy wykazywali si¢ btednie
wytworzonymi skryptami. Analizujagc wypowiedzi studentéw, odnositam wrazenie, ze ich
poznawanie poje¢ zatrzymato sie w pewnym momencie, gdy pojecia te nie byly jeszcze w pelni
uksztaltowane. Studentom utrudniato lub ulatwiato odtworzenie definicji to, do jakiego stop-
nia dojrzale matematycznie pojecie bylo niezgodne lub zgodne z wytworzong jego myslowa
reprezentacja (Czajkowska, 2018, s. 66).

Sformultowanie hipotezy ogdlnej

Majac na uwadze model procesow kognitywnych zaangazowanych w proces nauczania
- uczenia si¢ matematyki (w tym przypadku geometrii) oraz niejednoznaczng role rysunku
w geometrii, formutujemy nastepujacg hipoteze ogdlna:

H: Wykonanie rysunku poglgdowego nieuwzgledniajgcego zatozen zadania prowadzi do zmiany

charakteru rysunku pomocniczego i jest wizualizacjq niewspierajgcg procesu rozumowania
ucznia podczas rozwigzywania konkretnego problemu matematycznego.

Badanie empiryczne
Charakterystyka grupy badawczej

Badanymi osobami byli uczniowie klasy trzeciej liccum ogdlnoksztalcacego (18-19 lat)
o profilu matematyczno-fizyczno-informatycznym realizujacy tzw. program uniwersytecki,
ktory oprocz realizowania podstawy programowej w zakresie rozszerzonym wprowadza
uczniéw w tematy i metody matematyki wyzszej, daleko wykraczajac poza zwyczajowo
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realizowane w liceach ogdlnoksztalcacych programy. Badanie odbyto sie dwa razy: w roku
szkolnym 2017/2018 oraz 2018/2019 na dwdch grupach badawczych, ktorych liczebnosé
reprezentuje Tabela 1.

Tabela 1
Liczebnos¢ badanej grupy w poszczegélnych latach
2017/2018 2018/2019 w obu latach
chlopcy 12 20 32
dziewczeta 10 3 13
razem 22 23 45

Opis badania

Badanie przeprowadzone byto podczas jednej z powtdrzeniowych prac klasowych. Ucznio-
wie wiec w standardowych warunkach szkolnych rozwigzywali sze$¢ zadan, z ktérych jedno
sprawdzalo zaleznos¢ pomiedzy wizualizacjg a rozumowaniem. Na rozwigzanie wszystkich
postawionych probleméw mieli 90 minut.

Wspomniane zadanie to zadanie pochodzace z jednego z majowych egzaminéw dojrzatosci
o nastepujacej tresci:

Tréjkat ABC jest wpisany w okrag o srodku S. Katy wewnetrzne CAB, ABC i BCA tego trdjkata
sa réwne, odpowiednio, a, 2a i 4a. Wykaz, ze tréjkat ABC jest rozwartokatny i udowodnij, ze
miary wypuktlych katéw srodkowych ASB, ASC i BSC tworzg w podanej kolejnosci cigg aryt-
metyczny (Centralna Komisja Egzaminacyjna, 2014, s. 10).

Przykladowe rozwiazania zadania

Pokazemy teraz przykltadowe, opracowane przez autora tekstu, poprawne rozwigzanie
zadania. Zacznijmy od rysunku pomocniczego:

C

4a

Rysunek 2. Rysunek pomocniczy do poprawnego rozwigzania zadania — wizualizacja wspierajaca
rozumowanie ucznia.
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Poniewaz mamy udowodni¢, ze tréjkat ten jest rozwartokatny, to srodek okregu opisanego
na tym trojkacie bedzie znajdowat si¢ poza trojkatem.

Z twierdzenia o sumie miar katow w trdjkacie wynika, ze

a+2a+ 4o = 180°,

A wigc otrzymujemy, Ze

a=25%.

Wtedy
4a =102%" > 90°,

Czyli kat ZACB jest katem rozwartym.

Poniewaz katy #/BSC i #BAC sg katami opartymi na tym samym tuku BC oraz kat
2BSCjest katem srodkowym, a ZBAC wpisanym w okrag, to z twierdzenia o kacie wpisanym
i srodkowym wynika, ze

|/BSC|= 2 |£BAC]| = 2a
Tak samo otrzymujemy, Ze

|Z/ASC|= 2 |ZABC| = 4a.

Mamy réwniez
|ZASB| = |£ASC| + |£BSC| = 4a + 2a = 6a.

Stad cigg (|£ASB|, [£ASC|, |£BSC|)= (6a, 4a, 2a), a wiec jest ciggiem arytmetycznym
o réznicy réwnej -2a.

Rozwazmy teraz przykladowe bledne uczniowskie rozwigzanie tego zadania.
Zacznijmy od rysunku pomocniczego.

Rysunek 3. Rysunek pomocniczy do blednego rozwiazania zadania - wizualizacja niewspierajaca rozu-

mowania ucznia.
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Rozwartokatnos¢ trojkata jest udowodniona w ten sam, badz analogiczny sposéb - czes§¢
ucznidw, ktérych prace zostaty poddane analizie, nie oblicza wartosci a, ale szacuje, Ze skoro
7 o= 180, to

Y70 = 47+180"> 45 180°=%2+180"=90".

Nastepnym krokiem jest obliczenie miar katéw $rodkowych ASB, ASC i BSC.
Tak jak poprzednio otrzymane sg warto$ci

|#ASC|=4 a oraz |£/BSC| =2 a.

Dalej, poniewaz £ASB i ZACB sg oparte na tym samym luku, to
| Z/ASB|= 2|ZACB|= 8 a.

Powstaly ciag jest wiec postaci

(|ZASBY, | ZASC), |£BSC|)= 8 @, 4 a, 2 ).

Nie jest to jednak cigg arytmetyczny. Blad w tego typu rozwigzaniach uczniowskich polega
na odczytaniu informacji o wzajemnym potozeniu katoéw ASB i ACB z rysunku, a nie z tresci
zadania, co wnioskujemy na podstawie tego, Ze kazdy uczen, ktory podjal sie rozwigzania tego
problemu, wykonat ilustracje treci zadania. Wykonany rysunek pomocniczy nie uwzglednia
rozwartokatnosci trdjkata ACB, a wrecz przedstawia go jako trojkat ostrokatny. Jezeli jednak
trojkat jest ostrokatny, to $rodek okregu S znajduje si¢ wewnatrz trojkata ACB. I wlasnie to
zaloZenie sprawia, ze otrzymujemy ciag, ktory nie jest arytmetyczny.

Sformultowanie hipotezy szczegolowej

Przykladowe rozwigzania, ktore przytoczone zostaty w poprzednim punkcie, prowadza
nas do wystowienia nastepujacej hipotezy szczegolowe;:

H,: Wykonanie rysunku pomocniczego nieuwzgledniajgcego rozwartokgtnosci tréjkgta prowa-

dzi do zmiany charakteru rysunku pomocniczego i jest wizualizacjg prowadzgcg do blednego

rozwigzania zadania.

Pozytywne zweryfikowanie hipotezy H bedzie wiec przestankg, ku prawdziwosci hipotezy H,
ktéra wymaga daleko bardziej ztozonych badan i weryfikacji niz hipoteza H . Weryfikacja
hipotezy H, stanowi zatem swego rodzaju badanie wstepne do badan wtasciwych nad hipo-
tezg H.

Weryfikacji hipotezy H, po$wigcona bedzie dalsza czgs¢ artykutu.

Charakterystyka typu problemu badawczego i metody badawczej

Zaczniemy od proby zaklasyfikowania naszego badania do jednego z typow problemow
badawczych wedtug rozréznienia zaproponowanego przez Wande Nowak — Tabela 2:
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Tabela 2
Zréznicowanie problemow badawczych ze wzgledu na rodzaj zmiennej okreslajgcej ,dziatanie” D, ,,efekty”
E i ,warunki” W wystepowania tych zjawisk

Problem
Przypadek DzialanieD EfektyE  Warunki W
Ogolna formuta Schemat
_ Jakie E sg nastgpstwem W
I dane niewiadome  ustalone D w warunkach W? D2
- Jakie D wywoluje w
II niewiadome dane ustalone E w warunkach W? e 5 E
. ?
111 dane dane niewiadome W jakich warunkach ’

W zachodzi: D wywolujeE? D ——> E

Zrédlo: Opracowanie wlasne za: Nowak, 1981, s. 71.

Poniewaz chcemy zbadad¢, ktore etapy rozwigzania zadania potwierdzajg efekt niewspie-
rajacej wizualizacji, to w powyzszym rozrdznieniu nasze badanie byloby badaniem typu I1I,
przy zmiennych:

1. Dzialanie D - rozwigzywanie zadania,
2. Efekt E - proces wizualizacji nie wspiera rozumowania,
3. Warunki W - realizacje kolejnych etapéw rozwigzywania zadania.

Przykladowe rozwiazanie zadania pozwala nam na tatwe sformulowanie wskaznikéow
W, ktére sktadajg si¢ na poszukiwang warto$¢ zmiennej W w naszym badaniu.
Badane wskazniki:
W : Podjecie proby rozwigzania zadania.
: Wykonanie rysunku do zadania.
: Udowodnienie, ze trojkat jest rozwartokatny.
: Wykonanie rysunku uwzgledniajacego rozwartokatnos$¢ trojkata.
: Poprawny dowdd arytmetycznosci ciagu.

ARG

1
W2
W3
W4
WS
Poszukiwane warunki W sg wiec pigtkami uporzagdkowanymi

W=(W1, W2, W3, W4, W5),

gdzie kazdy ze wskaznikéw W, przyjmuje jedng z wartosci 0 lub 1, ktére interpretujemy
nastepujaco:

W =0 oznacza, ze czynnos¢ nie zostata wykonana lub zostata wykonana blegdnie,
W =1 oznacza, ze czynnos¢ zostata wykonana (poprawnie).
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W przypadku gdy uczen wykonal jeden rysunek pomocniczy, to wartosci wskaznikow
W, i W, przypisujemy w nastepujacy sposob:

= jesli rysunek nie uwzglednial rozwartokatnosci tréjkata, to W,=1, W,=0,
= jesli rysunek uwzgledniat rozwartokatnosc¢ trojkata, to W,=1, W, =1.

Zauwazmy, ze przyjeta powyzej zasada warto$ciowania wskaznikow W, oraz W, prowadzi
w konsekwencji do utozsamienia rozwigzania, w ktérym pojawily sie dwa rysunki pomocnicze
(jeden nieuwzgledniajacy zatozenia o rozwartokatnosci i jeden uwzgledniajacy) z rozwia-
zaniem z jednym rysunkiem pomocniczym (uwzgledniajacym rozwartokatnos¢ tréjkata).

W Tabelach 3, 4, 5 przedstawiamy poziom kazdego ze wskaznikéw z uwzglednieniem
roku badania oraz plci.

Tabela 3
Wartosci badanych wskaznikéw w pierwszym roku badania

wskaznik ch %* dz %** razem %***
w, 12 100 9 90 21 95,45
w, 12 100 9 90 21 95,45
w, 10 83,33 9 90 19 86,36
W, 5 41,67 8 80 13 59,10
W, 3 25,00 7 70 10 45,45

*procent sposrod chlopcow, **procent sposrod dziewczat, ***procent sposrod wszystkich bioracych udziat

Tabela 4
Wartosci badanych wskaznikéw w drugim roku badania

wskaznik ch %* dz %** razem %+
w, 20 100 3 100 23 100
w, 20 100 3 100 23 100
W, 19 95,00 3 100 22 95,65
w, 9 45,00 1 33,33 10 43,48
W 5 25,00 1 33,33 6 26,10

*procent sposrod chlopcow, **procent sposrod dziewczat, ***procent sposrod wszystkich bioracych udziat
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Tabela 5
Wartosci badanych wskaznikéw w obu latach badania
wskaznik ch %* dz %** razem %***
W, 32 100 12 92,31 44 97,78
W, 32 100 12 92,31 44 97,78
W, 29 90,63 12 92,31 44 97,78
W, 14 43,75 9 69,23 23 51,11
w 8 25,00 8 61,54 16 35,56

*procent sposrod chlopcow, **procent sposrod dziewczat, ***procent sposréd wszystkich bioracych udziat

Zauwazmy, ze poprawne pelne rozwigzanie zadania odpowiada ciggowi Wr=(1,1,1,1,1),
awiec uczen po podjeciu proby rozwigzania zadania wykonuje rysunek pomocniczy uwzgled-
niajacy warunki zadania, przeprowadza dowdd rozwartokatnosci trojkata i dowodzi arytme-
tycznosci ciggu. Oczywiscie mozna tatwo wyobrazi¢ sobie sytuacje, w ktdrej uczen poprawnie
rozwigzuje zadanie bez sporzadzenia zadnego rysunku (wéwczas oba wskazniki W, oraz
W, s3 réwne zeru) badz z rysunkiem niespetniajgcym warunku rozwartokatnosci tréjkata
(wtedy W,=1,a W,=0). Rozwigzaniom takim odpowiadatyby odpowiednio ciagi W=(1,0,1,0,1)
oraz W=(1,1,1,0,1). Nie pojawily sie one jednak w analizowanych pracach, dlatego rozwazamy
tylko jeden ciag odpowiadajacy pelnemu rozwigzaniu zadania.

Z kolei rozwigzanie, ktore potwierdza hipoteze H, to rozwigzanie, w ktérym uczen po
podjeciu proby rozwigzania zadania wykonuje rysunek nieuwzgledniajacy rozwartokatnosci
trojkata. W przypadku tym uczen dowodzi, Ze trojkat jest wistocie rozwartokatny badz pomija
ten krok. Ciag potwierdzajagcy hipoteze ma zatem posta¢ Wr=(1,1,1,0,0) lub W?=(1,1,0,0,0).

Nasza hipoteza jest falsyfikowalna. Zauwazmy, ze falszywos¢ hipotezy H, zostalaby wyka-
zana, gdyby uczen po podjeciu proby rozwigzania zadania wykonat rysunek nieuwzglednia-
jacy rozwartokatnodci trojkata, a mimo tego przeprowadzit poprawny dowod arytmetycznosci
ciggu. Udowodnienie, ze trojkat jest rozwartokatny jest tutaj bez znaczenia, wigc odpowiednie
piatki uporzadkowane to W'=(1,1,1,0,1) lub W*=(1,1,0,0,1). Sg to oczywiscie kolejne przyktady
poprawnych rozwigzan (bez rysunku pomocniczego). Zobaczymy poézniej, ze nie wystapily
one jednak po$rod analizowanych prac (zob. Tabela 6, Tabela 7, Tabela 8).

Wszystkie pozostale pigtki sktadajg sie na wskaznik WP, ktéry zlicza liczbe btednych
(w tym i niepelnych rozwigzan). Sg to nastepujace piatki: (1,1,1,0,0), (1,1,1,1,0), (1,1,0,0,0),
(1,1,0,1,0). (0,0,0,0,0). Wyszczegdlniamy w nim jedng specjalng wartos¢ W"=(0,0,0,0,0), a wiec
brak podejscia do rozwigzania zadania.

Wprowadzamy dwa wzory odnoszace si¢ do badanych wskaznikéw. Jeden z nich bada
trudnos¢ zadania (T), a drugi bedzie wskazywal na stopien potwierdzenia hipotezy (P):

b

T =———>x1009
wr+wo < 100%

WP + WP

P= ; - % 1009
wr +wpe +WFr +w/f %
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We wzorze (1) wskazniki W oraz WF zaliczamy do W* poniewaz s3 to poprawne rozwig-
zania zadania. Wskaznik T to iloraz btednych rozwigzan oraz wszystkich rozwigzan zadania
w badanych grupach uczniéw wyrazony w procentach. Mozemy wiec powiedzieé, ze oddaje
stopien trudnosci zadania w badanej grupie. Z kolei wskaznik P mierzy odsetek rozwigzan
zawierajgcych bledng wizualizacje (czyli potwierdzajacych hipoteze H) wér6d rozwigzan
potwierdzajacych i falsyfikujgcych hipoteze szczegbtowa H,.

Dodatkowo bedziemy réwniez bada¢ indeks korelacji I, aby zbada¢, czy potwierdzenie
hipotezy H jest powigzane z plcig ucznia. Postuzymy si¢ do tego zaproponowanymi przez
Borisa Kozuha wzorami (Kozuh, 2011, s. 56, 68):

2
Owyjasniona

I =

2
Ocatkowita

2 2
Uwyjaéniona + Uniewyjaéniona

2
Icatkowita

Indeks I wskazuje, czy wykonanie blednej wizualizacji (i w konsekwencji niepoprawne
rozwigzanie zadania) koreluje z plcig ucznia. Doktadniej, wskazuje z jaka sitg pte¢ ucznia
oddzialuje na wykonanie przez niego btednej wizualizacji. Wartos$¢ indeksu I to liczba z prze-
dziatu od 0 do 1, gdzie 0 oznacza brak korelacji, a 1 oznacza, ze korelacja jest najsilniejsza, co
w naszym przypadku oznacza, ze ple¢ bylaby jedynym czynnikiem wptywajacym na wyko-
nanie niewspierajgcej wizualizacji.

W Tabelach 6, 7, 8 podajemy ilo$ciowy i procentowy udzial ciggéw WP, WP, Wi, W*'
w zebranych danych.

Tabela 6
Liczebnos¢ ciggow potwierdzajgcych i falsyfikujgcych w pierwszym roku badania
Ciag Liczba %
Wwe 8 36,36
Wr 0 0
A 0 0
wf 0 0
Tabela 7
Liczebnos¢ ciggéw potwierdzajgcych i falsyfikujgcych w drugim roku badania
Ciag Liczba %
We 13 56,52
Wr 0 0
A 0 0

wf 0 0
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Iiacbz?;ni.{c' ciggéw potwierdzajgcych i falsyfikujgcych w obu latach badania
Ciag Liczba %
Wwe 21 46,67
W 0 0
wf 0 0
WF 0 0

Na podstawie Tabel 6, 7, 8 mozemy wysnu¢ wniosek, ze liczba osob, ktére wykonaly nie-
wspierajacg wizualizacje wzrosta w poréwnaniu z pierwszym rokiem badania (zob. war-
tos¢ wskaznika WP i WP”). W pierwszym roku badania bylo to 8 osob, w drugim juz 13, co
stanowi odpowiednio 36,36% oraz 56,52% wszystkich ucznidéw. Zaden z uczniéw, zaréwno
w pierwszym, jak i drugim roku badania, nie przeprowadzit poprawnego rozwigzania zada-
nia, wykonujgc rysunek nieuwzgledniajgcy rozwartokatnosci trojkata (wartosci wskaznikow
Wi WP sg réwne zeru).

Odnotujmy rowniez nastepujace diagramy ilustrujace odsetek chtopcow i dziewczat w przy-
padkach ciggéw potwierdzajacych naszg hipoteze [ciagi WP=(1,1,1,0,0) oraz W?'=(1,1,0,0,0)]:

Rysunek 4. Podzial uczniéw, ktérzy wykonali niewspierajaca wizualizacje ze wzgledu na plcie w kolejnych
latach badania (od lewej): pierwszy rok: dziewczeta 5% — 1 osoba, chtopcy 95%; — 7 0s6b; drugi rok:
dziewczeta 9% — 2 osoby, chlopcy 91% — 11 0s6b; tacznie dziewczeta 7% - 3 osoby, chlopcy 93% - 18 osob.

Badamy rowniez indeks korelacji pici z wyst%pieniem niewspierajagcej wizualizacji. W tym celu
obliczamy wariancje dla grup chlopcow - 04y, dziewczat - 4, i wszystkich uczniéw tacznie -
02 s lkowita - Poniewaz 18 chtopcéw sposrod 32 w obu latach badania wykonalo niewspierajaca
wizualizacje, to $rednia arytmetyczna jest rowna 1%52= 0,5625. Stad

18-0,43752414-0,56252
0%, = - ~ 0,25

Podobnie obliczamy 03, oraz 02 o ita -

Potrzebne nam bedg jeszcze dwie dodatkowe wariancje: miedzygrupowa (wyjasniona)
i wewnatrzgrupowa (niewyjasniona). Wariancja niewyja$niona to wariancja obliczona
z wariancji w grupie chlopcow i wariancji w grupie dziewczat. Srednia arytmetyczna liczb
Ocpl 0(212 wynosi 0,215, a wiec

2 _(0,25-0,215)%+(0,18-0,215)?
Jniewyjaéniona‘ 2

~ 0,02.
Wryniki obliczen przedstawia Tabela 9.
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Tabela 9
Wartosci wariancji dla wskaznika WP oraz WP' liczone dla poszczegélnych grup uczniéw

wariancja symbol liczba
W grupie chlopcéw o2 0,25
ch
w ie dzi t 2 0,18
grupie dziewcza a2,
calkowita 2 0,25
O catkowita
miedzygrupowa 2 0,23
edzygrupow Uwyjaéniona
wewnatrzgrupowa 2 0,02
alrzgrup Uniewyjaéniona

Otrzymujemy zatem nastepujaca warto$¢ indeksu korelacji 1=0,92. Poniewaz warto$¢
indeksu jest bliska liczbie 1, to zebrane dane $wiadczg o korelacji pici ucznia z wykonaniem
przez niego niewspierajacej wizualizacji. Doktadniej, wykonanie blednej wizualizacji moze
by¢ domeng mezczyzn.

Zkolei w Tabelach 10, 11 oraz 12 podane zostaly liczbowe i procentowe wartosci, opisujace liczbe
poprawnych oraz niepoprawnych rozwiazan zadania (w tym braku préb podjecia jego rozwigzania).

Tabela 10
Liczba poprawnych i blednych rozwigza# zadania w pierwszym roku badania

Ciag Liczba %
wr 10 45,45
we 12 55,55
wr 1 4,55(8,33)*

*w nawiasie podano % spo$réd wszystkich blednych rozwigzan

Tabela 11
Liczba poprawnych i blednych rozwigzan zadania w drugim roku badania

Ciag Liczba %
wr 6 26,09
we 17 73,91
wr 0 0(0)*

*w nawiasie podano % sposrod wszystkich btednych rozwigzan
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Tabela 12
Liczba poprawnych i blednych rozwigzan zadania w obu latach badania

Ciag Liczba %
wr 16 35,56
Wb 29 64,44
wr 1 2,22(3,45)*

*w nawiasie podano % spo$rod wszystkich blednych rozwiazan

Tabele 10, 11, 12 wskazujg, ze zardwno w pierwszym, jak i w drugim roku badania odsetek
blednych rozwigzan byt wiekszy niz odsetek poprawnych rozwigzan omawianego zadania.
Trzeba jednak zaznaczy¢, ze roznica w liczbie poprawnych i btednych rozwigzan ulegla istot-
nemu wzrostowi w drugim roku badania.

Na diagramie (Rysunek 5) przedstawiamy odsetek niewspierajacych wizualizacji wérdéd
wszystkich bledéw popelnionych przez uczniéw w kolejnych latach badania oraz facznie.

Rysunek 5. Odsetek niewspierajacej wizualizacji wéréd wszystkich blednych rozwigzan uczniowskich
w kolejnych latach badania (od lewej): w pierwszym roku 67%, w drugim roku 76%, tacznie w obu latach
badania 72%.

Uwzgledniajgc zebrane dane obliczamy trudno$¢ zadania w pierwszym roku badania
- T,, drugim roku badania — T, oraz w obu latach fgcznie - T,. Ponadto obliczamy stopien
potwierdzenia hipotezy H: w pierwszym roku badania - P, drugim roku badania - P, oraz
w obu latach tgcznie - P . Uzyskane wyniki przedstawia Tabela 13.

Tabela 13
Trudnos¢ zadania i stopiei potwierdzenia hipotezy w poszczegdlnych latach

Trudnos¢ zadania Stopien potwierdzenia hipotezy
Hl]
T, 54,55 P, 100
T 73,91 P 100

T 64,44 P 100
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Tabela 13 wskazuje, ze poziom trudnosci zadania wzrést w drugim roku badania z 54,55%

na 73,91%. W obu latach stopien potwierdzenia hipotezy szczegétowej H  wynosit 100%,
co oznacza, ze kazdy uczen, ktéry wykonal niewspierajaca wizualizacje (wykonal rysunek,
w ktorym trojkat jest ostrokatny) wykonat zle dalsza czes¢ zadania.

Analiza i wnioski z zebranych danych

Z obliczonych wartosci liczbowych wskaznikow wynika, ze

. Poziom potwierdzenia hipotezy H, wynidst w obu latach badania 100%, co oznacza, ze
kazdy uczen, ktéry wykonatl rysunek nieuwzgledniajacy rozwartokatnosci tréjkata stwo-
rzyl wizualizacje sytuacji geometrycznej, ktora nie wsparta jego rozumowania i dopro-
wadzita do niepoprawnego rozwigzania zadania. Mozemy wiec wysnu¢ wniosek, ze
kazdy z tej grupy uczniéow potraktowal stworzony przez siebie rysunek jako konkret
- odczytal bowiem z niego bledne zalozenie o umiejscowieniu $rodka okregu opisanego
na tréjkacie.

. Sposrod uczniow, ktorzy przedstawili bledne badz niepelne rozwigzanie odsetek tych,
ktérzy wykonali niewspierajacg wizualizacje wyniost odpowiednio: 67% w pierwszym
roku badania, 76% w drugim roku badania oraz 72% w obu latach. Liczby te wskazuja
na znaczny udzial tego rodzaju bledu przy rozwigzywaniu tego zadania, ktéry moze by¢
powtdrzony przy zadaniach podobnego typu.

. Pozostate btedy, w tym niepodjecie proby zadania, stanowity jedynie odpowiednio 33%,
24% oraz 28% w pierwszym, drugim oraz obu latach badania lacznie. Jest to wiec zde-
cydowanie mniejsza grupa uczniéow. Warto nadmieni¢, ze 7 uczniéw (3 i 4 odpowiednio
w pierwszym i drugim roku badania) popelnito jedynie btedy formalne przy ostatnim ze
wskaznikéw W,, a wigc przy probie dowodu arytmetycznosci ciggu. Bledy ich rozumo-
wania nie byly wiec zwigzane z wizualizacja.

. Uleganie blednej wizualizacji moze by¢ powigzane z plcig - odpowiednio 95%, 91% oraz
93% w pierwszym, drugim oraz obu latach badania uczniéw, ktérzy ulegli niewspieraja-
cej wizualizacji to chlopcy. Rowniez indeks korelacji jest tutaj wysoki — 0,92. Ze wzgledu
na niezachowanie proporcji dziewczat do chtopcéw w badanych grupach (w grupie ucz-
niéw z obu lat badania stosunek dziewczat do chlopcéw wynosi 13:32) jest to jedynie
luzna uwaga, ktéra moze stanowi¢ wazng kwestie do rozwazenia w przysztych, bardziej
dalekosieznych badaniach nad tg kwestig.

. Poziom trudno$ci zadania w drugim roku badania wzrést o 19 punktéw procentowych
w stosunku do pierwszego roku. Jest jednak wiele czynnikow, ktdre mogty go spowodo-
wac i nie wydaje si¢, aby mozna byto je uchwyci¢.

Podsumowanie

Wykonane badanie, w matym cho¢ obrazowym stopniu, wykazato empirycznie praw-

dziwos¢ hipotezy:

H,: Wykonanie rysunku pomocniczego nieuwzgledniajgcego rozwartokgtnosci tréjkgta prowa-
dzi do zmiany charakteru rysunku pomocniczego i jest wizualizacjg prowadzgcg do blednego
rozwigzania zadania.
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Stuprocentowy poziom potwierdzenia tej hipotezy, jak i odsetek ucznidw, ktérych niepo-
wodzenie w wykonaniu zadania polegalo na popelnieniu sformutowanego w hipotezie bledu
wskazuje na znaczgcy udzial tego rodzaju bledu i jest przyczynkiem do préby dowiedzenia
ogodlniejszej hipotezy

H: Wykonanie rysunku poglgdowego nieuwzgledniajgcego zatozen zadania prowadzi do zmiany
charakteru rysunku pomocniczego i jest wizualizacjq niewspierajgcg procesu rozumowania
ucznia podczas rozwigzywania konkretnego problemu matematycznego,

ktérej empiryczne wykazanie byloby probg opisania powodéw braku wspierania procesu
rozumowania przez proces wizualizacji w opisanych przez R. Duvala zaleznos$ciach pomie-
dzy procesami kognitywnymi w nauczaniu geometrii (Duval, 1998). Wigze to opisane przez
S. Turnaua spojrzenie na rysunek w nauczaniu geometrii wraz z jego uwagami dotyczacymi
sporzadzania i doktadnosci takich rysunkow. Wydaje si¢ by¢ to jednym z mozliwych obszarow
do badan nad btedami popelnianymi przez uczniéw w trakcie procesu nauczania — uczenia
sie matematyki i probg scharakteryzowania tych bledéw, ktdre sg bledami wynikajacymi
z braku wspierania si¢ proceséw poznawczych. Wymaga to skompletowania pewnego zbioru
zadan i dzialan do wykonania przez ucznia, ktére angazowatyby procesy kognitywne opi-
sane w schemacie (Rysunek 1) oraz datoby si¢ zaobserwowa¢ w nich mozliwos¢ stworzenia
niewspierajacej wizualizacji.
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When visualisation does not support reasoning - the case of a specific mathematics task

In the discussion about the methods and the effects of teaching mathematics in secondary school, it is worth
looking at the types of student mistakes made during the teaching-learning process. The starting point
for such an analysis is to review one situation in which the process of visualisation, as one of the cognitive
processes involved in learning geometry, does not support the process of reasoning. We analysed two groups
of secondary school students’ solutions over two consecutive years. Our purpose was to examine the degree
of confirmation of the hypothesis that making an auxiliary drawing that does not take into account the
conditions of the task leads to a change in the nature of the drawing, resulting in an incorrect solution to the
task. Students’ solutions empirically confirm this hypothesis. We also show a possible link between making
such errors and the gender of the student.

KEYWORDS: cognitive processes in teaching geometry, didactics of mathematics, problems in teaching
geometry, role of a drawing in teaching geometry, teaching mathematics in high school.



